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Zadanie 9
Zmienna losowa p-wymiarowa X ma warto±¢ oczekiwan¡ µ i macierz kowariancji Σ.

Wektory wªasne (ortonormalne) tej macierzy tworz¡ kolumny macierzy U za± ich warto±ci

wªasne - macierz diagonaln¡ Λ = diag [λ1, λ2, . . . , λp]. Niech Y = UTX b¦dzie wektorem

X wyra»onym w ortonormalnej bazie wektorów wªasnych, za± Z obrazem Y w przek-

sztaªceniu Mahalanobisa. Oblicz kwadrat dªugo±ci ‖Z‖2wektora Z. Jak¡ powierzchni¦

tworz¡ izolinie ‖Z‖2 to znaczy punkty speªniaj¡ce warunek ‖Z‖2 = c ? (rozwa» to na

przykªadzie p=2).

Zadanie 10
Niech M b¦dzie obrazem wektora X z zad.9 przez przeksztaªcenie Mahalanobisa .

a) Poka», »e

‖M‖2 = (X − µ)T Σ−1 (X − µ)

b) Punkty speªniaj¡ce warunek ‖M‖2 = c s¡ elipsoidami o kierunkach Ui gdzie U =
[U1, U2, . . . , Up].
c) Dªugo±¢ i-tej osi wynosi o kierunku Ui wynosi 2

√
cλi

d) Co ciekawego mo»esz powiedzie¢ o rozkªadzie wektora X, gdy∑k
i=1 λi∑p
i=1 λi

≥ 1− ε

dla maªych ε > 0 i k = 1, 2?
e) Kostka styczna do elipsoidy ‖M‖2 = c o ±cianach prostopadªych do osi prostok¡tnego

ukªadu wspóªrz¦dnych, w których zapisano wektor X , ma ±ciany o równaniach:

xi = µi ±
√
cΣii

Zadanie 10* (za ekstra premi¦)
Poka», »e gdy macierz kwadratowa A jest symetryczna i dodatnio okre±lona to

det (A) ≤
p∏

i=1

Aii

Wywnioskuj st¡d, »e obj¦to±¢ kostki prostopadªo±ciennej opisanej na elipsoidzie z zad

10b nie przekracza obj¦to±ci kostki z zad 10e.
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Wsk. skorzystaj z to»samo±ci:

det (A) = A11det

(
A∗ − bbT

A11

)
gdzie

A =

[
A11 bT

b A∗

]
Zadanie 11
Niech A i B b¦d¡ p-wymiarowymi kwadratowymi macierzami symetrycznymi i B>0

(ma dodatnie warto±ci wªasne). Poka», »e

max xTAx

przy warunku xTBx = 1 jest równe najwi¦kszej warto±ci wªasnej B−1A.
Wskazówka. Skorzystaj z rozkªadu spektralnego A i B.

2


