Statystyka wielowymiarowa - ¢wiczenia 4

Zadanie 9

Zmienna losowa p-wymiarowa X ma warto$¢ oczekiwang p i macierz kowariancji X.
Wektory wtasne (ortonormalne) tej macierzy tworza kolumny macierzy U za$ ich wartosci
wlasne - macierz diagonalng A = diag [A1, A2, ..., A\p]. Niech Y = UT X bedzie wektorem
X wyrazonym w ortonormalnej bazie wektoréw wtasnych, zas Z obrazem Y w przek-
sztalceniu Mahalanobisa. Oblicz kwadrat dlugosci ||Z||*wektora Z. Jaks powierzchnie
tworzg, izolinie || Z||* to znaczy punkty spetniajace warunek ||Z||* = ¢ ? (rozwaz to na
przyktadzie p=2).

Zadanie 10

Niech M bedzie obrazem wektora X z zad.9 przez przeksztalcenie Mahalanobisa .

a) Pokaz, ze

IM? = (X = )" 271X = p)

b) Punkty spelniajace warunek |[M||* = ¢ sa elipsoidami o kierunkach U; gdzie U =
[U1,Us,...,Upl.

¢) Dhugo$é i-tej osi wynosi o kierunku U; wynosi 2v/c\;

d) Co ciekawego mozesz powiedzie¢ o rozktadzie wektora X, gdy

Ekzl)‘i
;7)\2'21—6

=1

dla matych e >01i k=1,27
e) Kostka styczna do elipsoidy ||M||? = ¢ o écianach prostopadtych do osi prostokatnego
uktadu wspoétrzednych, w ktérych zapisano wektor X | ma $ciany o rownaniach:

T = pi £/
Zadanie 10* (za ekstra premie)
Pokaz, ze gdy macierz kwadratowa A jest symetryczna i dodatnio okreglona to

p
=1

Wywnioskuj stad, ze objetos¢ kostki prostopadloéciennej opisanej na elipsoidzie z zad
10b nie przekracza objetosci kostki z zad 10e.



Wsk. skorzystaj z tozsamogci:
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Zadanie 11
Niech A i B beda p-wymiarowymi kwadratowymi macierzami symetrycznymi i B>(
(ma dodatnie wartoéci wtasne). Pokaz, ze

max 2! Ax

przy warunku z” Bz = 1 jest rowne najwieckszej wartosci wlasnej B~ A.
Wskazowka. Skorzystaj z rozktadu spektralnego A i B.



